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Câu Nội dung Thang 
ñiểm 

Câu 1  2,5 
1 Cho � là số chính phương có chữ số tận cùng là 1. Tìm số dư khi chia A cho 40. 1,5 
 Do A tận cùng bởi 1 nên A lẻ. Do ñó 

� = �2� + 1�	 = 4��� + 1� + 1 �� ∈ ℕ�. 
Do �, � + 1 là hai số tự nhiên liên tiếp nên ��� + 1� ⋮ 2. Suy ra � ≡ 1 ���� 8�. 

 
1,0 

Do A tận cùng là 1 nên � ≡ 1 ���� 5�. Suy ra � − 1 chia hết cho 8 × 5 = 40. 
Vậy � chia cho 40 dư 1. 

0,5 

2 Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên � > 2, giữa � và �! có ít nhất một số nguyên tố. 1,0 
 Xét số � = �! − 1. Dễ thấy � < � < �!. Nếu A là số nguyên tố thì ta có ñpcm. 0,5 
 Nếu A là hợp số thì A có ước nguyên tố �. Dễ thấy � < �!. Do ��; �!� = 1 nên � > �. 

Vậy giữa n và �! có số nguyên tố �. 0,5 

Câu 2 Xét phương trình bậc hai:  	 + 2� +  ! = 0, trong ñó �, ! là các số nguyên. Biết 

phương trình có nghiệm  " = 2023 + √2024. 2,5 

1) Chứng minh phương trình còn có nghiệm  	 = 2023 − √2024 1,0 

 Ta có:             

%2023 + √2024&	 + 2�. %2023 + √2024& + ! = 0 

⟺ 2�� + 2023�. √2024 = −�2023	 + 4046� + 2024 + !� 

 
0,25 

Nếu � ≠ −2023 thì 

√2024 = − 2023	 + 4046� + 2024 + !
2�� + 2023� ∈ ℚ, vô lí. 

Suy ra � = −2023, ! = 2023	 − 2024. 
 

0,5 

 Áp dụng ñịnh lý Viet ta có 

 " +  	 = −2� = 4046 ⟹  	 = 4046 −  " = 2023 − √2024. 0,25 

2) Chứng minh . =  "	/	0 +  		/	0 là một số nguyên chẵn 1,5 
 ðặt .1 =  "1 +  	1 �� ≥ 0�. Ta có 

3 "	 + 2� " + ! = 0
 		 + 2� 	 + ! = 04 ⟹ 5 "16	 + 2� "16" + ! "1 = 0

 	16	 + 2� 	16" + ! 	1 = 04 
Suy ra: .16	+= 0, ∀� ≥ 0. 

 
0,5 

Ta có: ./ = 2, ." =  " +  	 = −2�. Suy ra .	 = −�2�. ." + !. ./� ∈ ℤ. Lập luận tương 
tự ta có: .9, .0, … , .	/	0 ∈ ℤ. Vậy . = .	/	0 là một số nguyên. 

 
0,5 

Do ! là số lẻ nên .16	 = −�2�. .16" + !. .1� ≡ .1 ���� 2�, ∀� ≥ 0. Suy ra 
. = .	/	0 ≡ ./ ≡ 0 ���� 2�. 

Vậy . là một số chẵn. 

 
0,5 

Câu 3 Cho 0 ≤  , < ≤ 1 và 
=

>?69 + ?
√=69 = 1. Tính  @ = � − 1�	/	0 + �< − 1�	/	0. 1,0 

 
 
 

ðặt √ + 3 = �, >< + 3 = !  %√3 ≤ �, ! ≤ 2&. Ta có 

�	 − 3
! + !	 − 3

� = 1 ⇔ �9 − 3� + !9 − 3! = �! �1� 
0,5 



Ta có �� − 2��! − 2� ≥ 0 ⟹ �! ≥ 2�� + !� − 4. Do ñó 
2�� + !� − 4 ≤ �9 − 3� + !9 − 3! 

⇔ �� − 2���	 + � − 1� + �! − 2��!	 + ! − 1� ≥ 0. 
Suy ra � = ! = 2. 
Với � = ! = 2 ta có  = < = 1. Do ñó @ = 0. 

 
0,5 

NX: Có thể sử dụng phương pháp làm trội mẫu. Ta có 
 + 3 =  + 2 + 1 ≥  	 + 2 < + <	 = � + <�	. 

Tương tự, < + 3 ≥ � + <�	. Do ñó  
>< + 3 + <

√ + 3 ≤  
 + < + <

 + < = 1. 
Dấu bằng xảy ra khi  = < = 1. Từ ñó có @ = 0. 

 

Câu 4  3,0 
a) Chứng minh .B. .C = .D. .E. 1,0 
 Xét ñường tròn ñường kính AM, ta có:  

F�BG = FCBG . 
Suy ra ∆.�B~∆.CF �I − I�. Do ñó .�

.C = .B
.F ⟹ .B. .C = .�. .F. 

Xét ñường tròn (O), ta có: F�DG = FEDG. 
Suy ra ∆.�D~∆.EF �I − I�. Do ñó .�

.E = .D
.F ⟹ .�. .F = .D. .E. 

Vậy, .B. .C = .D. .E. 
 

 
 
 

0,5 
 
 
 
 

0,5 

b) Chứng minh tứ giác MHKD nội tiếp 1,0 
 Chứng minh tương tự câu a ta có: .D. .E = .J. .K. Suy ra, .B. .C = .J. .K. 0,5 

Suy ra ∆.BJ~∆.KC. Do ñó .BJG = .KCG . Vậy tứ giác MHKD nội tiếp. 0,5 

c) Tâm ñường tròn ngoại tiếp tứ giác MHKD chạy trên một ñường thẳng cố ñịnh 1,0 
 
 

Từ câu b ta có: .BJG = .KCG . Gọi T là giao ñiểm thứ hai của HK với ñường tròn (O), ta 

có �KJG = �@JG. Do ñó, �@BG = DBJG = @BEG. Suy ra �@ ∥ DE. 0,5 

Suy ra T cố ñịnh và do ñó K cố ñịnh. Vậy, tâm ñường tròn ngoại tiếp tứ giác MHKD 
chạy trên ñường trung trực của HK cố ñịnh. 

0,5 

 
 
 
Câu 5 

Có 45 học sinh ñứng thành một vòng tròn. Giả sử mỗi em có một số kẹo sao cho số kẹo 
của các em không ñồng thời bằng nhau. Thực hiện trò chơi sau: Sau mỗi hiệu lệnh của 
người ñiều khiển, mỗi em ñều lấy một nửa số kẹo của mình có ñưa cho bạn bên cạnh 
tính theo chiều kim ñồng hồ (Nếu em nào có số kẹo là một số lẻ thì ñược nhận thêm 1 
chiếc kẹo từ người ñiều khiển trước khi chia). Chứng minh rằng, tồn tại một thời ñiểm 
mà số kẹo của các em ñều bằng nhau. 

1,0 

 
 

Giả sử sau lần chia thứ �, số kẹo của các em lần lượt là �"���, �	���, … , �0M���. Xét tích @��� = �"���. �	��� … . �0M���. Dễ thấy @��� ≤ �C + 1�0M, ∀�, trong ñó C là số kẹo 
lớn nhất mà một học sinh có ñược ban ñầu.  

0,5 

Mặt khác 

@�� + 1� ≥ �"��� + �	���
2 . �	��� + �9���

2 … �0M��� + �"���
2 ≥  @���, ∀� 

Dấu bằng xảy ra khi �"���, �	���, … , �0M��� ñều chẵn và  
�"��� = �	��� = ⋯ = �0M���. 

Nếu không có thời ñiểm nào mà số kẹo của các em học sinh bằng nhau thì @��� tăng tới 
vô hạn, trái với giả thiết @��� bị chặn trên bởi �C + 1�0M. 

 
0,5 
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