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Câu Nội dung Thang 
điểm 

Câu 1 Cho ba phương trình 

𝑥 − 𝑎𝑥 + 1 = 0 (1), 𝑥 − 𝑏𝑥 + 1 = 0 (2), 𝑥 − 𝑐𝑥 + 1 = 0 (3). 

 

 
2,0 

 Ta có: 𝑥 − 𝑎𝑥 + 1 = 0, 𝑥 − 𝑏𝑥 + 1 = 0, (𝑥 𝑥 ) − 𝑐(𝑥 𝑥 ) + 1 = 0. Suy ra 

𝑎 = 𝑥 +
1

𝑥
, 𝑏 = 𝑥 +

1

𝑥
, 𝑐 = 𝑥 𝑥 +

1

𝑥 𝑥
. 

 
1,0 

Ta có 

𝑎𝑏 = 𝑥 +
1

𝑥
𝑥 +

1

𝑥
= 𝑐 +

𝑥

𝑥
+

𝑥

𝑥
 

⟹ 𝑎𝑏𝑐 = 𝑐 + 𝑥 𝑥 +
1

𝑥 𝑥

𝑥

𝑥
+

𝑥

𝑥
= 𝑐 + 𝑥 +

1

𝑥
+ 𝑥 +

1

𝑥
= 𝑐 + 𝑎 − 2 + 𝑏 − 2. 

Suy ra 𝑇 = 4. 

 
 
 

1,0 

Câu 2  2,5 

1)  Giải hệ 
𝑥 𝑦 + 4 + 𝑦 + 11 = 35 

𝑦 √𝑥 + 4 + √𝑥 + 11 = 35.
 

 
1,5 

 ĐK : 𝑥, 𝑦 > 0. Hệ đã cho tương đương với 
𝑥 = 5 𝑦 + 11 − 𝑦 + 4

𝑦 = 5 √𝑥 + 11 − √𝑥 + 4
 

 
0,25 

Trừ theo từng vế hai phương trình của hệ ta được 

𝑥 − 𝑦 = 5 √𝑥 + 4 − 𝑦 + 4 − 5 √𝑥 + 11 − 𝑦 + 11  

⇔ 𝑥 − 𝑦 = 5
𝑥 − 𝑦

√𝑥 + 4 + 𝑦 + 4
− 5

𝑥 − 𝑦

√𝑥 + 11 + 𝑦 + 11
 

⇔ (𝑥 − 𝑦) 1 −
5

√𝑥 + 4 + 𝑦 + 4
+

5

√𝑥 + 11 + 𝑦 + 11
= 0  (1) 

 
 

0,5 

 Từ hệ đã cho suy ra 𝑥, 𝑦 không đồng thời nhỏ hơn 5. Do đó 
5

√𝑥 + 4 + 𝑦 + 4
−

5

√𝑥 + 11 + 𝑦 + 11
<

5

√𝑥 + 4 + 𝑦 + 4
<

5

3 + 2
= 1. 

Từ (1) suy ra 𝑥 = 𝑦. 

 
 

0,25 

 Với 𝑥 = 𝑦 ta có: 𝑥 √𝑥 + 4 + √𝑥 + 11 = 35 (2). 

Xét 𝑓(𝑥) = 𝑥 √𝑥 + 4 + √𝑥 + 11 , ta có 𝑓(5) = 35. Nếu 𝑥 > 5 thì 𝑓(𝑥) > 𝑓(5) = 35.  

 
 
 
 



Nếu 𝑥 < 5 thì 𝑓(𝑥) < 𝑓(5) = 35. Do đó, phương trình (2) có nghiệm duy nhất 𝑥 =

5. 
Vậy hệ đã cho có nghiệm duy nhất 𝑥 = 𝑦 = 5. 

0,5 

2) Chứng minh:      5 5 5 0.z x y x x y z y y z x z          1,0 

 Đpcm tương đương với 
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 𝑥5𝑦 − 𝑦5𝑧 − 𝑧5𝑥 + 𝑥5𝑧 + 𝑦5𝑥 + 𝑧5𝑦 ≥ 0 

 6 6 5 52x 2 0x y y y x      

 
0,5 

  22 2 2 2 0x y x y xy      : đúng  
0,5 

Câu 3 Chứng minh rằng, tồn tại vố số bộ ba số nguyên dương (𝑥; 𝑦; 𝑧) thoả mãn   

𝑥 + 𝑦 = 𝑧  
1,5 

 Xét 𝑥 = 2 , 𝑦 = 2   (𝑚 ∈ ℤ ). Khi đó:  𝑥 + 𝑦 = 2 . 

Ta cần chọn 𝑚 sao cho 
155𝑚 + 1 = 2023𝑛 (𝑛 ∈ ℤ )  (1). 

Khi đó 𝑧 = 2 . 

 
 

0,75 

Từ (1) suy ra 8𝑛 − 1 chia hết cho 155. Đặt 8𝑛 − 1 = 155𝑘 (𝑘 ∈ ℤ ) ta có: 
3𝑘 + 1 ⋮ 8 ⟺ 9𝑘 + 3 ⋮ 8 ⟺ 𝑘 + 3 ⋮ 8. 

Đặt 𝑘 + 3 = 8𝑢 (𝑢 ∈ ℤ ), ta có 
𝑛 = 155𝑢 − 58, 𝑚 = 2023𝑢 − 757. 

Như vậy, tất cả các bộ 𝑥 = 2 ( ), 𝑦 = 2 ( ), 𝑧 = 2  với   
𝑢 ∈ ℤ  đều là nghiệm của phương trình đã cho. 

 
0,75 

Câu 4  3,0 

a) Chứng minh tứ giác MNFE nội tiếp 1,0 

 Xét đường tròn (O): Do AB là đường kính 

nên 𝐴𝐸𝐵 = 𝐴𝐹𝐵 = 90 .  

Ta có 

𝐴𝐹𝐸 = 𝐴𝐵𝐸 = 𝐴𝑀𝐵 = 90 − 𝑀𝐵𝐸  

Suy ra tứ giác MNFE nội tiếp. 

 

 

 
 
 
 
 

1,0 

b) Chứng minh đường thẳng EF luôn đi qua một điểm cố định 2,0 

 Chứng minh: 𝐵𝑀. 𝐵𝑁 = 𝐵𝐻. 𝐵𝐴 = 𝑅 .  

 

0,5 

Gọi K là giao điểm thứ hai của đường 
tròn (AMN) với đường thẳng AB. Chứng 
minh 

𝐵𝐴. 𝐵𝐾 = 𝐵𝑀. 𝐵𝑁 = 𝑅  

 
 

0,5 
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Suy ra K cố định 

 

Gọi 𝐼 = 𝐸𝐹 ∩ 𝐴𝐵. Do tứ giác MNFE nội 
tiếp nên 

𝐴𝐸𝐼 = 𝐴𝑁𝑀 = 𝐴𝐾𝑀. 

Suy ra tứ giác MEIK nội tiếp. 

 

 
 

0,5 

 Chứng minh:  

𝐴𝐼. 𝐴𝐾 = 𝐴𝐸. 𝐴𝑀 = 𝐴𝐵 = 4𝑅 . 

Suy ra I cố định. 

 
0,5 

   

Câu 5 Có 2023 viên bi đựng trong 14 cái hộp. Mỗi lần cho phép lấy hai viên bi ở hai hộp 
nào đó và bỏ vào một trong 12 hộp còn lại. Chứng minh rằng sau một số bước có 
thể bỏ hết bi vào một hộp. 

1,0 

 Ta chứng minh bài toán tổng quát với 𝑚 viên bi và 𝑛 cái hộp (𝑚, 𝑛 ≥ 4). Quy nạp 
theo 𝑚: 
Với 𝑚 = 4: Số bi thuộc một trong các dạng sau: 

(1; 1; 1; 1; 0; … ; 0), (1; 2; 1; 0; 0; … ; 0),

(2; 2; 0; 0; 0; … ; 0), (1; 3; 0; 0; 0; … ; 0), (4; 0; 0; 0; … ; 0)  

Thực hiện như sau: 
(1; 1; 1; 1) → (3; 1; 0; 0) → (2; 0; 2; 0) → (1; 0; 1; 2) → (0; 0; 0; 4). 

 

 
 

0,5 

 Giả sử bài toán đúng với mọi 𝑚 ≤ 𝑘. Xét với 𝑚 = 𝑘 + 1: Đưa về trường hợp 
(1; 𝑘; 0; 0; … ; 0) 

Sau đó thực hiện như sau: 
(1; 𝑘; 0; 0; … ; 0) → (0; 𝑘 − 1; 2; 0; … ; 0) → (0; 𝑘 − 2; 1; 2; 0; … ; 0)

→ (2; 𝑘 − 3; 0; 2; 0; … ; 0) → (1; 𝑘 − 1; 0; 1; 0; … ; 0)

→ (0; 𝑘 + 1; 0; 0; … ; 0) 

 
 
 
 

0,5 
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